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1 Introduction
Ce projet a pour motivation principale d’étudier un modèle de dynamique des populations

de type McKendrick. Ce modèle est constitué d’une équation aux dérivées partielles de type
transport associée a une condition aux bords "adéquate". Il s’agit ici de représenter l’évolution
en temps d’une population en dimension 1 d’espace dans laquelle tous les individus du même âge
sont supposés identiques, la population est donc unisexuée.

Dans un premier temps, on s’attachera à comprendre plusieurs types de modélisation en
dynamique des populations pour arriver au modèle de McKendrick et comprendre son fonction-
nement ainsi que son intérêt.
Par la suite, on réalisera un travail théorique sur l’équation de transport et le problème de Cau-
chy associé afin de réussir à prouver l’existence et l’unicité de la solution du problème posé par
le modèle.
Suite à ce travail théorique, on réalisera une approche numérique du problème en commençant
par implémenter des schémas classsiques pour ensuite appliquer le schéma du texte à notre pro-
blème et étudier le comportement des solutions suivant différents paramètres.

Pour ce faire, on utilisera notamment le texte "Méthodes de différences finies du second ordre
pour un problème de dynamique des populations unisexuées" (voir en annexe), qui fournit no-
tamment un schéma numérique particulier que l’on s’attachera à étudier. On s’inspirera aussi
du travail fait dans l’ouvrage "Analysis and control of age-dependent population dynamics" de
Sebastian Anita.

On souhaite remrecier tout particulièrement madame Judith Vancostenoble pour sa grande
aide, ses précieux conseils ainsi que tout le temps qu’elle nous a dédiée, sans qui la réalisation
de ce projet n’aurait évidemment pas été possible.
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2 Modélisation
Dans cette partie nous nous sommes intéressés au modèle de Mckendrick Von Foerster . Nous

voulons ici comprendre d’où ce modèle vient pour cela nous allons essayer de comprendre d’où
viennent les équations de transport et de conservation de quantité qui sont à la source de ce
modèle, puis nous allons tenter de comprendre le modèle de dynamique des populations du texte
( le modèle de Mckendrick-Von Foerster) à travers une question précise : Quelle serait le cas
d’une population sans natalité et sans mortalité ?

2.1 D’où viens l’équation de transport
2.1.1 Première méthode :

Une équation de transport décrit comment une quantité scalaire est transportée dans l’espace.
On a deux façons d’obtenir des équations de transports, à partir de modèle physique. On prendra
soit : le point de vue Eulérien, où l’observateur est immobile, soit le point de vue Lagrangien, où
l’observateur suit le mouvement.

Le point de vue Eulérien :

L’observateur est immobile, il suit les véhicules comme un tout par rapport à un élément.
Dans le cas de l’exemple du trafic routier, notre observateur regardera le flot continu de voitures.

Le point de vue Lagrangien :

L’observateur suit le mouvement des véhicules individuellement. Dans notre cas, l’observateur
s’intéresse aux voitures individuellement chacune.

Dans notre étude, nous prendrons le point de vue Eulérien.

Prenons le cas d’une circulation de voitures sur une voie. on pose u(x,t) densité de voiture
au temps t et au point x avec v0 la vitesse initiale.

on a que :

u(x+v0s,t+s) = (nombre de voitures au temps t+s au point x)+(v0*s)=(nombre de voiture
au temps t au point x) = u(x,t)
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Quand on dérive u(x+v0s,t+s) par rapport à s, on obtient une équation aux dérivées par-
tielles à coefficients constants qui ressemble au modèle de dynamique des populations.

On obtient :

v0 �
@u

@x
�
@u

@t
� 0 (1)

Cette équation est l’équation de transport pour le cas de la circulation de voitures sur une
voie à sens unique.

2.1.2 Utilisation de l’équation de conservations de quantité pour retrouver l’équa-
tion de transport :

On va utiliser une nouvelle méthode avec l’équation de conservation de quantité pour retrou-
ver l’équation de transport qui est un cas particulier de l’équation de conservation.

Lorsqu’une quantité est conservée (typiquement la masse, la charge, la quantité de mouve-
ment, l’énergie, etc.) .On peut établir une équation qui relie la variation d’une quantité dans le
temps à sa variation dans l’espace. On appelle cette équation : équation de conservation de la
grandeur.

On applique l’équation de conservation à une quantité. En l’occurrence, dans le cas d’un trafic
routier, cette quantité correspond au nombre de véhicules.

Ci après, voici un exemple d’une équation de conservation de quantité avec phi une variable :

�

�t
E
V

�dV � E
�V

��v:�ndA � E
V

SdV

Le problème que l’on doit voir pour notre trafic routier est :

w
@

@t
��x; t� � @

@x
f���x; t�� � 0 ¾�x; t� "�0; L���0; T ���x; 0� � �0�x� ¾x "�0; L�

��0; t� � �entre�x� ¾t "�0; T �

On va expliquer comment ce modèle a été obtenu :

Pour notre modèle de circulation de voiture à sens unique 3 quantités interviennent :
-La vitesse moyenne des véhicules, V(x,t)
-Le flux moyen instantané de véhicules (nombre de véhicules à l’instant t par unité de temps).
��x; t�
-la densité moyenne instantanée de véhicules (nombre de véhicules à l’instant t par unité de
longueur) :��x; t�

On pose également que f��� � �
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On a tout d’abord :

� � V �
Nbr de v�ehicules

Longueur
�
Longueur

Temps
�
Nbr de v�ehicules

Temps
� �

(C’est à dire que la vitesse multipliée par la densité moyenne instantanée de véhicules est
égale au flux moyen instantané de véhicules).

Supposons maintenant que les quantités V, �, � soient suffisamment régulières pour que les
calculs ci-après soient corrects. On considère l’évolution du trafic routier sur un tronçon [x, x+dx]
durant un intervalle de temps [t, t+dt]. La loi de conservation du nombre de véhicules, où NV e
est le nombre de véhicules sur ce segment, on écrit alors :

NV e�final� �NV e�initial� � Nentres �Nsortis
��x; t ��t� � ��x; t� � ��x; t� � ��x ��x; t�
Dx��x

x
���; t ��t� � ���; t�d� � Dx��x

x
��x; �� � ��x ��x; ��d�

Dx��x

x
�D t��t

t
@t���; ��d��d� � � D t��t

t
�Dx��x

x
@x���; ��d��d� �TFA�

Dx��x

x
�D t��t

t
@t���; �� � @x���; ��d�d� � 0 �ParFubini�

Puisque �x et �t sont supposés petits, par passage à la limite, l’intégrande est nulle. Puisque
nous avons supposé que � était égale à f���, alors on obtient bien :

@

@t
��x; t� � @

@x
f���x; t�� � 0 ¾�x; t� "�0; L���0; T �

Cette équations est donc bien l’équation de transport comme trouvée précédemment dans
notre modèle.

2.2 Comprendre le modèle de dynamique des population du texte :
2.2.1 Partons d’un nouveau modèle :

Après étude du texte fournit dans l’annexe, notre but sera de comprendre le modèle dyna-
mique du texte (en annexe) et dans un premier temps, on essaiera de comprendre le modèle avec
le cas particulier d’une population sans natalité et sans mortalité. Puis, nous verrons le cas d’une
population sans natalité et avec mortalité.

D’après le texte, on a :

~����������������

@u
@t
� @u

@x
� �d�P �t��u; 0 $ t & T; 0 & x & t �M; �1�

u�x; 0� � u0�x�; 0 & x &M; �2�
u�0; t� � g�t�; 0 $ t & T; �3�

P �t� � E
�

0
u�x; t�dx � E

t�M

0
u�x; t�dx dx �4�

Ce système simplifié pour la modélisation des populations unisexuées approxime la fonction
de distribution des âges u(x,t). (C’est la dérivée des équations de McKendrick Von Foerster).
(C’est donc ici une équation avec natalité et mortalité). d(P(t)) correspondant au taux de mor-
talité (avec P(t) la population totale), et g(t) la fonction désignant les naissances.

6



2.2.2 L’équation de transport dans le cas d’une population sans natalité et sans
mortalité

Chercher l’équation de transport dans le cas d’une population sans mortalité et sans natalité,
nous permet tout d’abord de mieux comprendre quelle est l’équation sous-jacente du modèle du
texte.

On pose u(x,t)= le nombre d’individu ayant l’âge x à l’âge t
¾ s % 0 On a :

u�x � s; t � s� � le nombre d’individu ayant l’âge x � s au temps t � s � le nombre d’individus
ayant l’âge x au temps t � u�x; t�

Donc on a : ¾s % 0; u�x � s; t � s� � u�x; t�
Si on dérive par rapport à s :

¾‘ x; t �fix�es� d�erivons la relation par rapport �a s �

u�x � s; t � s� � u�x; t�� @u

@x
�x � s; t � s� � @u

@t
�x � s; t � s� � 0�

@u

@t
�
@u

@x
� 0

Ici;
@u

@t
�
@u

@x
� 0 correspond à une variation de la population.

On obtient donc une équation de transport avec une variation de la population égale à 0.
Celle ci ressemble à celle du texte (sans la mortalité). On va désormais comprendre comment on
obtient l’équation du modèle.

2.2.3 Cas d’ une population sans natalité et avec mortalité :

Peu-importe le modèle de dynamique de population choisi, la variation de la population sera
généralement égale à :

varpop=-(tx de mortalité)*u (c’est à dire -dP(t)*u)

(avec u le nb d’individus où chaque individu à autant de chances de mourir).

ConditionLimite age =0 ConditionInitiale tps =0

~����������

@u

@t
�
@u

@x
� �d�P �t� � u

u�0; t� � g�t�
u�x; 0� � u0�x�

Ici u(0,t) peut être assimiler aux nombres d’individus que l’on peut rajouter au cours du
temps selon une fonction g(t). La fonction g(t) pourra être par exemple dans le cas d’une popu-
lation autonome (le taux de natalité)� (la population en ge de procrer).

Pour obtenir une solution à notre équation de transport, il faut ajouter les conditions aux
limites suivantes : u�x; 0� � u0�x� ici u(x,0) (est la distribution des âges au temps t=0) que l’on
peut écrire d’une autre manière par :

u�x; 0� � D�
0
b�a�u�x; a�da
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Pour u(0,t)=g(t), on sous-entend que la population initiale doit être connue c’est à dire que
u(0,t) =(tauxdenatalité *P1(t)), avec P1(t) population en âge de se reproduire (dans le cadre
d’une population autonome c’est à dire une population où les individus se reproduisent tout seul
sans rajout de population par exemple une population d’animaux sauvages). Dans le cadre d’une
population non autonome, (où on peut rajouter des individus) On pourra rajouter des individus
au modèle avec g(t) avec P1(t) les individus en âge de procréer. Les individus pourront êtres
rajoutés selon les conditions fixées par la fonction g(t).

Après application du modèle la population évoluera selon l’équation aux dérivées partielles.

Ci joint l’équation donnée dans le sujet en annexe :

P �t� � D�
0
u�x; t�dx � D t�M

0
u�x; t�dx

Ici la population totale P(t) est égale à l’intégrale de u(x,t) par rapport à x, c’est à dire que
P(t) est la somme de toutes les valeurs de la distribution de la population u(x,t) avec x variant de
0 jusqu’à M notre âge maximal. On peut remplacer aux bords de l’intégrale "infini" par "t+M"
puisque l’âge x au temps t ne peut dépasser t+M (ainsi au temps t=0 l’âge maximal est x=M).
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3 Théorie

3.1 Motivations
On se propose donc d’étudier le modèle des dynamiques de populations, présenté dans le

texte du type McKendrick, suivant :

~������������

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � dP �t�u�x; t� 0 $ t $ T; 0 $ x $ t �M

u�x; 0� � f�x� 0 $ x $M

u�0; t� � g�t� 0 $ t $ T

(2)

avec P �t� � D t�M
0

u�x; t�dx.

Ce modèle présente donc une équation aux dérivées partielles non linéaire suivis d’une condi-
tion initiale et d’une condition aux limites, qu’on appelle donc problème aux limites. Pour pouvoir
étudier ce modèle et ses applications dans des cas plus concrets, il nous est donc indispensable
d’étudier théoriquement le problème aux limites. Cette étude aura donc deux but pricipaux :

— Le premier est, idéalement, de montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème
(1), que l’on ne fera enfait que dans le cas particulier du texte. Il est absolument inen-
visageable d’utiliser et de se baser sur des résultats obtenus numériquement sans avoir
au préalable démontré que la solution donnée par ce modèle existe et est bien unique.
Imaginons qu’aucune solution n’existait, les résultats obtenus numériquement n’auraient
alors aucun sens puisque il serait théoriquement impossible d’obtenir quelconque résul-
tat (dans ce cas il serait sûrement aisé de se rendre compte du problème puisqu’on peut
imaginer que les résultats seraient complètement incohérents). Pire encore dans le cas où
la solution ne serait pas unique, le modèle perdrait son sens concret puisqu’il existerait
plusieurs fonctions qui décriraient les dynamiques d’une même population donnée (ce cas
peut s’avérer bien pire que le précédent car on peut imaginer que l’incohérence s’avèrerait
plus difficile à déceler numériquement). Pour toutes ses raisons, il semble donc impensable
de ne pas s’asssurer de l’existence et l’unicité de la dite solution.

— La seconde principale motivation de cette étude réside dans la compréhension du schéma
numérique appliqué au problème par la suite. En effet ce schéma utilise non pas des
différences finies classiques (voir 3.1), mais des différences finies le long des droites ca-
ractéristiques de la solution (la notion de droites caractéristiques est définie par la suite).
Cette particularité est loin d’être anodine, la solution ayant en fait la forte propriété d’être
constante le long de ces droites, du moins dans un cas particulier que nous verrons par la
suite. Sans une telle étude du problème il aurait été impossible de se rendre compte de
cette propriété. Cette partie théorique se montre donc aussi très utile pour construire un
schéma numérique adéquat.

On va commencer par simplifier le problème pour comprendre comment résoudre ce type
d’équations, puis on va le complexifier jusqu’à étudier le problème dans sa forme proposée par
McKendrick.
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3.2 Résolution de l’équation de transport à coefficient constant, li-
néaire et homogène

3.2.1 Problème de Cauchy dans R

Soit a j 0, on considère l’équation suivante :

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � 0 a j 0; t ’ 0; x " R

Cette équation est appelée équation de transport à coefficient constant, homogène et linéaire
de dimension 1. Pour pouvoir la résoudre, on a besoin d’une condition initiale en t � 0. Si on
ajoute cette condition initiale donnée, on obtient alors le problème de Cauchy suivant :

~��������

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � 0 x " R; t % 0

u�x; 0� � f�x� x " R
(3)

où f est une fonction continue sur R donnée qui représente la condition initiale.

Soit �t0; x0� " R��0;���, on considère la droite passant par le point �t0; x0� et ayant pour

vecteur directeur �a
1

. On obtient donc l’équation paramétrique de cette droite : s " R ”

�x�s�; t�s�� � �x0 � as; t0 � s�. Ces droites sont appelés droites caractéristiques de l’équation de
transport. On introduit maintenant la fonction y qui représente la valeur de u le long des droites
caractéristiques : ¾s " R; y�s� � u�x�s�; t�s�� � u�x0 � as; t0 � s�.
On dérive alors y :

y
‹�s� � @

@s
�u�x0 � as; t0 � s��

�
@

@s
�x0 � as�

@u

@x
�x0 � as; t0 � s� �

@

@s
�t0 � s�

@u

@t
�x0 � as; t0 � s�

� a
@u

@x
�x0 � as; t0 � s� �

@u

@t
�x0 � as; t0 � s�

On va maintenant supposer que u est solution du problème de Cauchy. On a alors y‹�s� � 0.
Par conséquent, ¾s " R y est constante … y�s� � y�0�. D’où ¾s " R u�x0 � as; t0 � s� �
u�x0; t0�.

On cherche maintenant à exprimer u en fonction de f . On va donc choisir s � �t0 afin
d’annuler la deuxième coordonnée du point �x0 � as; t0� et donc se ramener à la condition
initiale.

¾s " R;¾�x0; t0� " R��0;��� � u�x0 � as; t0 � s� � u�x0; t0�
¿ u�x0 � at0; 0� � u�x0; t0�
¿ f�x0 � at0� � u�t0; x0�

Il en découle alors la solution du problème de Cauchy posé :

¾�x; t� " R��0;��� u�x; t� � f�x � at�
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.

On a donc montré que si u est solution du problème de Cauchy alors u�x; t� � f�x � at�, ce
qui montre déjà l’unicité de la solution. Réciproquement, montrons que si u s’exprime de cette
manière alors u est bien solution du problème de Cauchy posé ci-dessus. Ainsi on aura aussi
montré l’existence de la solution.

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � @

@t
f�x � at� � a @

@x
f�x � at�

�
@

@t
�x � at�f ‹�x � at� � @

@x
�x � at�f ‹�x � at�

� �af
‹�x � at� � af ‹�x � at�

� 0

De plus on a bien que u�x; 0� � f�x�.

Finalement, on a montré que le problème linéaire homogène admettait une unique solution

u�x; t� � f�x � at�

.

3.3 Problème aux limites dans �0;���
Dans le problème auquel on s’intéresse, x représente l’âge de la population et ne peut donc

qu’être positif (ou nul). On va donc étudier le même problème que précédemment mais en consi-
dérant que x vit dans R�. Pour pouvoir résoudre le problème, on doit connaitre évidemment la
valeur de u quand x est nul, ce qui nous amène à ajouter à notre problème une condition aux
limites et on obtient, en considérant un coefficient a % 0 donné, alors le problème aux limites
suivant :

~������������

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � 0 x % 0; t % 0

u�x; 0� � f�x� x % 0

u�0; t� � g�t� t % 0

(4)

Pour ce faire, on va commencer par étudier le comportement des droites caractéristiques
dans le plan �0; x; t�. On considère comme précédemment, les droites caractéristiques de u, donc

passant par le point �x0; t0� et de vecteur directeur �a
1

. Comme on connait la valeur de u aux

bords du quart de plan, on va chercher les intersections des droites caractéristiques avec les axes
�Ox� et �Ot� dans le quart de plan R� � R�.

1e cas : x � at % 0
La droite caractéristique intersècte comme précédemment l’axe �Ox� et la résolution du pro-

blème est donc exactement la même qu’au dessus puisque x % 0 ici. On obtient donc la même
solution : u�x; t� � f�x � at�.

2e cas : x � at $ 0
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Dans ce cas par contre, les droites caractéristiques d’équation s” �x0 � as; t0 � s� n’in-
tersectent pas l’axe �0x� comme précédemment dans le quart de plan. Néanmoins, elles inter-
sectent bien l’axe �Ot� et on va donc chercher pour quelle valeur de s elles coupent cet axe :
x0 � as � 0 ¿ s � �x0

a
.

On ré-introduit y�s� � u�x�s�; t�s�� � u�x0 � as; t0 � s� et on suppose une nouvelle fois que
u est solution du problème. En dérivant on obtient toujours ¾s " R; y

‹�s� � 0.
D’où :

¾�x0; t0� " R�
� � R�

� � u�0; t0 �
x0

a � � u�x0; t0�

¿ u�x0; t0� � g�t0 �
x0

a �

Réciproquement, supposons que :

u�x; t� � w
f�x � at� si x � at % 0

g�t � x
a � si x � at $ 0

(5)

Montrons donc que u est bien solution du problème aux limites.
1e cas : x � at % 0
Ce cas se traite exactement comme précédemment et on a donc déjà vu que u est bien solution.

2e cas : x � at $ 0 :
On a alors u�x; t� � g�t � x

a
� d’où :

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � @

@t
�t � x

a �g
‹�t � x

a � � a�
@

@x
�t � x

a �g
‹�t � x

a �

� g
‹�t � x

a � � a:�
�1
a �g‹�t � x

a �
� 0

De plus on a bien que u�0; t� � g�t� donc u est bien solution du problème.

Finalement, on a donc obtenu que l’unique solution du problème aux limites est : ¾�x; t� " R�
� � R�

� u�x; t� � w
f�x � at� si x � at % 0

g�t � x
a � si x � at $ 0

(6)

3.4 Résolution du problème linéaire non homogène
Maintenant que l’on a vu comment se comportait le problème de Cauchy associé à l’équation

de transport dans le cadre homogène, on va essayer de se rapprocher de notre problème de
dynamique de population en étudiant cette fois le cadre linéaire non homogène. Pour séparer les
difficultés, on regardera premièrement le cas où x " R puis le cas qui nous intérresse, x % 0.

3.4.1 Problème de Cauchy dans R

Soit a " R, on s’intérresse donc au problème :

12



~��������

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � h�x; t� x " R; t % 0

u�x; 0� � f�x�
(7)

On va supposer que u est solution du problème. Comme précédemment, on fixe �x0; t0� "
R��0;��� et , en utilisant la même méthode on introduit y�s� � u�x0� as; t0� s�. On a alors :

y
‹�s� � @

@s
�u�x0 � as; t0 � s�


� a
@u

@x
�x0 � as; t0 � s� �

@u

@t
�x0 � as; t0 � s� � h�x0 � as; t0 � s�

On intègre alors entre 0 et s :

¾s " R y�s� � y�0� � E
s

0
h�x0 � az; t0 � z�dz

¿ u�x0 � as; t0 � s� � u�x0; t0� � E
s

0
h�x0 � az; t0 � z�dz

Etant donnée la condition initiale, on va prendre s � �t0 pour pouvoir exprimer u en fonction
de f :

u�x0; t0� � f�x0 � at0� � E
�t0

0
h�x0 � az; t0 � z�dz

On effectue ensuite le changement de variable z � � � t0 d’où :

¾�x0; t0� " R��0;��� u�x0; t0� � f�x0 � at0� � E
t0

0
h�x0 � a�� � t0�; ��d�

Finalement, si u est solution du problème, on a :

¾�x; t� " R��0;��� u�x; t� � f�x � at� � E
t

0
h�x � a�t � ��; ��d�

Réciproquement, vérifions que si u�x; t� � f�x� at��E
t

0
h�x� a�t� ��; ��d�, alors u est bien

solution du problème de Cauchy.
Pour ce faire, on va rappeler quelques propriétés de dérivation des intégrales à bornes va-

riables :

Propriété :

Si on a ��x� � D v�x�
u�x� h�x; ��d� alors la dérivée de la fonction � est :

@�

@x
�x� � @v

@x
�x�h�x; v�x�� � @u

@x
�x�h�x; u�x�� � E

v�x�

u�x�

@

@x
h�x; ��d�

On va aussi réaliser quelques calculs de dérivées partielles préalables qui nous servirons ci-après :
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— Calculons @
@t
h�x � a�t � ��; �� :

@

@t
h�x � a�t � ��; �� � @

@t
�x � a�t � ���@h

@x
�x � a�t � ��; �� � @

@t
���@h

@t
�x � a�t � ��; ��

� �a
@h

@x
�x � a�t � ��; ��

— Calculons @
@x
h�x � a�t � ��; �� :

@

@x
h�x � a�t � ��; �� � @

@x
�x � a�t � ���@h

@x
�x � a�t � ��; �� � @

@x
���@h

@t
�x � a�t � ��; ��

�
@h

@x
�x � a�t � ��; ��

On peut alors calculer simplement @u
@t

�x; t� � a@u
@x

�x; t� :

— D’après le calcul réalisé au préalable :

@u

@t
�x; t� � �af ‹�x � at� � @t

@t
h�x; t� � @0

@t
h�x � at; 0� � E

t

0

@

@t
h�x � a�t � ��; �
d�

� �af
‹�x � at� � h�x; t� � aE

t

0

@h

@x
�x � a�t � ��; �


— On a aussi :

@u

@x
�x; t� � f ‹�x � at� � E

t

0

@

@x
h�x � a�t � ��; �


� f
‹�x � at� � E

t

0

@h

@x
�x � a�t � ��; �


— Donc finalement :

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � �af ‹�x � at� � h�x; t� � aE

t

0

@h

@x
�x � a�t � ��; �


� af
‹�x � at� � aE

t

0

@h

@x
�x � a�t � �; �


� h�x; t�

— De plus, en t � 0, on a trivialement u�x; 0� � f�x�

En résumé on a montré que :

¾�x; t� " R��0;���; u�x; t� � f�x � at� � E
t

0
h�x � a�t � ��; ��d�

est la solution du problème posé.

14



3.4.2 Problème aux limites dans �0;���
Encore une fois, afin de coller plus précisément au problème de dynamiques des populations,

on va restreindre l’espace des solutions au quart de plan x ’ 0; t ’ 0. On ajoute donc encore
une fois une condition limite sur la droite x � 0 et on obtient le problème aux limites linéaire
non homogène suivant :

~������������

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � h�x; t� x % 0; t % 0

u�x; 0� � f�x�
u�0; t� � g�t�

(8)

où les données sont le réel a % 0 et les fonction f et g � R�
” R:

A nouveau, on va devoir distinguer deux cas x� at % 0 et x� at $ 0, pour les mêmes raisons
évoquées auparavant.

1e cas : x � at % 0
Encore une fois, la droite caractéristique coupe ici l’axe �Ox�, donc ce cas se traite exactement

comme ce qu’il vient d’être fait et on a :

¾�x; t� "�0;�����0;���; u�x; t� � f�x � at� � E
t

0
h�x � a�t � ��; ��d�

est la solution du problème posé.

2e cas : x � at $ 0
On sait que les droites caractéristiques ne coupent pas l’axe �Ox� dans ce quart de plan (elles

intersèctent cet axe pour des x négatifs). On s’interresse donc à l’intersection de ces droites avec
l’axe �Ot�. On a toujours la fonction y, qui donne les valeurs de u le long des caractéristiques :
y�s� � u�x0 � as; t0 � s� qui est constante ¾s " R. On va donc choisir s � �x0

a
. On a alors, en

intégrant de 0 à s :

u�0; t0 �
x0

a � � u�x0; t0� � E
� x0

a

0
h�x0 � az; t0 � z�dz

¿ u�x0; t0� � g�t0 �
x0

a � � E
� x0

a

0
h�x0 � az; t0 � z�dz

On va alors réaliser le changement de variables � � x0 � az, donc d� � adz, on obtient donc :

¾�x0; t0� "�0;���2
u�x0; t0� � g�t0 �

x0

a � � 1
aE

x0

0
h��; t0 �

� � x0

a �d�

On a donc montré que si u est solution, alors on a :

¾�x; t� "�0;���2
u�x; t� � g�t � x

a � �
1
aE

x

0
h��; t � 1

a�x � ���d�

On va maintenant supposer, réciproquement, que ¾�x; t� "�0;���2
u�x; t� � g�t� x

a
��

1
a
E
x

0
h��; t � 1

a�x � ���, montrons alors que u est bien solution du problème de Cauchy linéaire
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non homogène.

Comme précédemment, on va réaliser quelques calculs préalables qui nous seront utiles par
la suite :

— Premièrement :

@

@t
h��; t � 1

a�x � ��� �
@

@t
�
@h

@x
��; t � 1

a�x � ��� �
@

@t
�t � 1

a�x � ���
@h

@t
��; t � 1

a�x � ���

�
@h

@t
��; t � 1

a�x � ���

— De plus :

@

@x
h��; t � 1

a�x � ��� �
@

@x
�
@h

@x
��; t � 1

a�x � ��� �
@

@x
�t � 1

a�x � ���
@h

@t
��; t � 1

a�x � ���

� �
1
a
@h

@t
��; t � 1

a�x � ���

On va maintenant pouvoir calculer @u
@t

�x; t� � a@u
@x

�x; t� :

— D’après le calcul réalisé au préalable :

@u

@t
�x; t� � g‹�t � x

a � �
1
a�E

x

0

@

@t
h��; t � 1

a�x � ���d�


� g
‹�t � x

a � �
1
a E

x

0

@h

@t
��; t � 1

a�x � ���d�

— On a aussi :

@u

@x
�x; t� � �1

ag
‹�t � x

a � �
1
a�

@x

@x
h�x; t� � @0

@x
h�0; t � x

a � � E
x

0

@

@x
h��; t � 1

a�x � ��
d��

� �
1
ag

‹�t � x
a � �

1
ah�x; t� �

1

a2
E
x

0

@h

@t
h��; t � 1

a�x � ��
d�

— Donc on obtient que :

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � g‹�t � x

a � �
1
a E

x

0

@h

@t
��; t � 1

a�x � ��
d�

� g
‹�t � x

a � � h�x; t� �
1
a E

x

0

@h

@t
��; t � 1

a�x � ��
d�

� h�x; t�

— En x � 0, on voit bien que u�0; t� � g�t�
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Finalement, on a montré que la solution du problème aux limites linéaire non homogène avec
x % 0 et t % 0 est :

¾�x; t� "�0;���2
; u�x; t� �

~������������

f�x � at� � E
t

0
h�x � a�t � ��; ��d� si x � at % 0

g�t � x
a � �

1
aE

x

0
h��; t � 1

a�x � ���d� si x � at $ 0

(9)

3.5 Principe de la résolution du problème non linéaire
Après avoir vu comment résoudre les problèmes linéaires homogènes puis non homogène, on

peut donc enfin étudier le modèle de McKendrick qui représente les dynamiques de populations.
On s’interresse donc au problème de Cauchy suivant, qui comporte une condition initiale et une
condition limite :

~������������

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � F �t; u�t�� x % 0; t % 0

u�x; 0� � f�x�
u�0; t� � g�t�

(10)

Etant donné que le second membre dépend de l’inconnu u, il n’est donc pas connu et le
problème ne peut évidemment pas être résolu par la méthode des caractéristiques. Pour pallier à
ce problème, on se propose d’introduire une application T qui associe à chaque fonction à deux
variables u d’un certain espace E la solution du problème linéaire non homogène en prenant
h�x; t� � F �u�x; t�; t�. Une telle application se définit donc par :

T �E” E

u” T �u� � v

où v est la solution d’un tel problème :

¾�x; t� "�0;���2
v�x; t� �

~��������������

f�x � at� � E
t

0
F�u�x � a�t � ��; ��; t
d� si x � at % 0

g�t � x
a � �

1
aE

x

0
F�u��; t � 1

a�x � ���; t
d� si x � at $ 0

(11)

Par la suite nous allons montrer que "le problème (8) admet une unique solution" revient à
montrer "que l’application T admet un unique point fixe dans un certain espace". Ensuite l’idée
est d’utiliser le théorème de Banach-Picard pour prouver que T admet bien un unique point fixe.

3.5.1 Equivalence entre "être point fixe de T" et "être solution du problème (8)"

Dans un premier temps, on va supposer que u est solution du problème (8), et donc montrer
que u est aussi point fixe de T .

Si u est solution du problème (8) alors u est solution du problème linéaire non homogène vu
précédemment avec h�x; t� � F �u�x; t�; t�. On a alors u�x; t� � v�x; t� � T �u�x; t�; t�. u est donc
bien un point fixe de l’application T .
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Dans un second temps, on va supposer que u est point fixe de T , et donc montrer que u est
alors solution du problème (8). Si u est un point fixe de T , alors par définition de cette application
u est solution du problème linéaire non homogène avec h�x; t� � F �u�x; t�; t�, donc du problème
(8).

Finalement, on a donc bien équivalence entre être point fixe de l’application T dans un certain
espace E et être solutio du problème (8). Il en découle donc directement que :

¿! u tel queT �u� � u� ¿! u solution de (8).

3.5.2 Retour au modèle de McKendrick

Dans cette partie on va aborder les grandes lignes de la preuve de l’existence et l’unicité de
la solution du problème du texte (le problème (1)). La preuve ne sera pas faite dans les détails
mais on s’attachera à expliquer les idées et le raisonnement suivi.

Maintenant que la base de l’étude de la résolution du problème non linéaire est donc posée,
on va l’appliquer au problème initial (1).

Soit donc T l’application qui à u une fonction de deux variables associe v la solution du
problème non linéaire : en remplaçant h�x; t� par d�P �t��u�x; t�, comme explicité précédemment :

~������������

@u

@t
�x; t� � a@u

@x
�x; t� � d�P �t��u�x; t� 0 $ t $ T; 0 $ x $ t �M

u�x; 0� � f�x� 0 $ x $M

u�0; t� � g�t� 0 $ t $ T

(12)

en remplaçant h�x; t� par d�P �t��u�x; t�, comme explicité précédemment.
On sait donc que si T admet un unique point fixe alors le problème (1) admet une unique

solution.

Pour montrer l’unicité et l’existence du point fixe de T, on va donc essayer d’appliquer le
théorème du point fixe de Banach-Picard :

Théorème : Soit �E; d� un espace métrique complet et f � E” E une application contrac-

tante, c’est à dire ¿k " �0; 1� tel que ¾x; y " E, d�f�x�; f�y�
 & kd�x; y�, alors f admet

un unique point fixe dans �E; d�. Le théorème fournit aussi un moyen de construire une suite
approchant ce point fixe.

On a aussi besoin de la définition du sup essentiel, notion qui nous sera utile pour construire
une norme sur l’espace dans lequel on appliquera le théorème du point fixe. Soit un espace mesuré
�E;A; �� et f une fonction définie sur E à valeurs réelles, on définit le sup essentiel de f sur E
comme :

supessx"E f�x� � inf ra " R; tel que ¿N " A tel que rx " E; f�x� % ax L N et ��N � � 0x
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On doit donc commencer par le choix d’un espace métrique complet dans lequel appliquer
notre théorème. On considère l’ensemble suivant :

E � L
��0; T; L

1�0;M�


� vu�x; t�; t " �0; T �; x " �0;M�; tel que supesst"�0;T � E
M

0
¶ u�x; t� ¶ dx $ ��|

� su�x; t�; t " �0; T �; x " �0;M�; tel que ¶¶ ¶¶ u�:; t� ¶¶L1�0;M� ¶¶L��0;T �$ ��y

� vu�x; t�; t " �0; T �; x " �0;M�; tel que ¶¶ u ¶¶
L��0;T;L1�0;M��$ ��|

On peut alors montrer que l’espace L
��0; T; L

1�0;M�
 est bien complet pour la norme

¶¶ : ¶¶
L��0;T;L1�0;M�� définie ci dessus, qui correspond en fait à la norme usuelle sur cet ensemble.

Malheureusement, on fait face à un premier problème. Il nous est impossible de montrer que T
est contractante pour cette norme.

On cherche donc une autre norme, équivalente à la norme usuelle sur L��0; T; L
1�0;M�
,

afin que cet espace reste complet. On introduit la norme ¶¶ : ¶¶� définie par :

¾u " L
��0; T; L

1�0;M�
; ¶¶ u ¶¶�� supesst"�0;T � e
��t ¶¶ u�:; t� ¶¶L1�0;M�

Il est aisé de montrer que cette nouvelle norme est équivalente à la norme usuelle sur

L
��0; T; L

1�0;M�
, et donc que ce dernier est toujours complet pour la norme ¶¶ : ¶¶�.

On considère donc toujours l’application T � L��0; T; L
1�0;M�
 ” L

��0; T; L
1�0;M�
,

on doit donc montrer que cette application est contractante pour la norme ¶¶ : ¶¶�. On arrive
alors à l’inégalité suivante :

¾u; v " L
��0; T; L

1�0;M�
 ¶¶ T �u� � T �v� ¶¶�& c� ¶¶ u � v ¶¶�

où c� est une constante dépendant de � de la forme c
�
; c " R�.

En prenant un � assez grand, on a bien que c� $ 1 et T est donc contractante pour la norme
¶¶ : ¶¶�. On peut alors appliquer le théorème du point fixe de Bancah-Picard, et T admet donc

un unique point fixe dans L��0; T; L
1�0;M�
, ce qui implique directement que le problème (1)

admet une unique solution dans L��0; T; L
1�0;M�
 !

En résumé, on a commencé par simplifier le modèle en résolvant les problèmes linéaires
homogènes et linéaires non homogène pour pouvoir enfin montrer que le problème non linéaire
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tel qu’il est présenté dans le modèle qu’on étudie, admet bien une unique solution. On est donc
certain qu’une simulation numérique donnera des résultats cohérents et pertinents, on peut donc
maintenant mettre en place cette simulation numérique.
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4 Numérique
Après avoir vu que le problème admettait bien théoriquement une unique solution, on peut

maintenant essayer de résoudre cette équation numériquement à l’aide de différents schémas
qu’on verra dans cette partie. Nous commencerons par voir le principe et implémenter quelques
schémas classiques puis étudier celui proposé par le texte.

4.1 Les schémas classiques
Il existe trois grandes familles de méthodes pour approcher numériquement la solution d’une

EDP :
— les différences finies
— les éléments finis
— les volumes finis
Nous allons dans cette partie nous concentrer principalement sur la méthode la plus classique,

celle des différences finies.

4.1.1 Principe et ordre de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies consiste à approximer les dérivées partielles @u
@x

et @u
@t

par
des développements de Taylor.

Soit u une fonction à deux variables qu’on suppose C�, par définition de la dérivée partielle
en x on a :

@u

@x
�x; t� � lim

h�0

u�x � h; t� � u�x; t�
h

Quand h devient petit, on réalise donc un dévelloppement de Taylor au voisinnage de x :

u�x � h; t� � u�x; t� � h@u
@x

�x; t� � h
2

2

@
2
u

@2x
�x; t� � h

3

6

@
3
u

@3x
�x; t� � :::

Si on tronque la série au premier ordre, on obtient alors :

@u

@x
�x; t� �O�hp� � u�x � h; t� � u�x; t�

h

On appelle l’ordre de la méthode l’entier p tel que :

@u

@x
�x; t� �O�hp� � u�x � h; t� � u�x; t�

h

4.1.2 Schéma numérique, cas 1D

Considérons premièrement un cas unidimensionnel où l’on cherche à déterminer u�x�. En
effet, en informatique, il est impossible de travailler sur un domaine continu puisque, dans ces
cas, on aurait une infinité de valeurs de la solution à calculer, on se contente donc d’approximer
la solution sur un domaine borné. On discrétise alors u en constituant un maillage de l’intervalle
de définition en N � 1 points xi; i " r0; :::; Nx, chacun espacé d’une distance h. On appelle les
�xi�i"r0;:::;Nx les noeuds du maillage.

On appelle ui la valeur de u�x� au point xi et on note �@u
@x

�i � �@u
@x

�x�xi
.
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Avec le résultat obtenu précédemment, on en déduit le schéma numérique suivant :

�@u
@x

�i �
ui�1 � ui

h

On appelle alors ce schéma le schéma aux différences finies d’ordre 1 "décentré avant" ou upwind.

Par la même méthode, on peut aussi construire le schéma d’ordre 1 "décentré arrière" :

�@u
@x

�i �
ui � ui�1

h

.

4.1.3 Principe des différences finies appliqué à l’équation de transport

Dans un premier temps, on considère le problème linéaire homogène. On a donc le problème
suivant :

~������������

@u

@t
� a

@u

@x
� 0

u�x; 0� � f�x�
u�0; t� � g�t�

(13)

On va premièrement considérer la solution sur un domaine borné pour en réaliser un maillage.
Considérons que la solution vit dans le domaine �O;X� � �0; T �, on appelle alors les points
xi � x0 � ih et tn � t0 � nk où n " r0; :::; Tx et i " r0; :::; Xx, h % 0 et k % 0 sont appelés
les pas de temps. On appelle uni la valeur de la solution au point �xi; tn�. On remarque que ce
mailllage est loin d’être absurde puisque dans notre modèle, t représente le temps et x l’age de la
population, soit deux quantités qui sont positives et peuvent aisément être considérées bornées.
Maintenant que le maillage de notre domaine est réalisé, on peut, comme précédemment, utiliser
des développements de Taylor pour approcher la solution :

u�x � h; t� � u�x; t� � h@u
@x

�x; t� �O�h2�

¿
@u

@x
�x; t� � u�x � h; t� � u�x; t� �O�h2�

h
et de même

u�x; t � k� � u�x; t� � k@u
@t

�x; t� �O�k2�

¿
@u

@t
�x; t� � u�x; t � k� � u�x; t� �O�k2�

k

On peut donc discrétiser la solution aux valeurs des noeuds du maillage :

u
n�1
i � uin
k

� a
u
n
i�1 � u

n
i

h
� 0

¿ u
n�1
i � u

n
i �

ka

h
�uni � uni�1�

22



etant donné les conditions initiales et limites que l’on connait on peut alors calculer la solution
en tout noeuds du maillage et implémenter le schéma suivant :

~��������������

u
n�1
i � u

n
i �

ka

h
�uni � uni�1�

u
0
i � f�xi�
u
n
0 � g�tn�

(14)

En implémentant le schéma, on obtient donc le programme suivant :
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4.2 Le schéma du texte
Dans cette partie nous allons nous attacher à proposer une simulation numérique de la fonc-

tion de distribution des âges u(x,t), approximation des équations de McKendrick Von Foerster.

Pour cela nous utiliserons la méthode de différences finies le long des droites caractéristiques
de l’équation, ladite expliquée précédemment.

4.2.1 Schéma de discrétisation du système

Pour rappel, le système que nous utilisons pour étudier le modèle des équations de McKendrick
Von Foerster est le suivant :

~����������������

@u

@t
� @u

@x
� �d�P �t��u; 0 $ t & T; 0 & x & t �M; �1�

u�x; 0� � u0�x�; 0 & x & M; �2�
u�0; t� � g�t�; 0 $ t & T; �3�

P �t� � E
�

0

u�x; t�dx � E
t�M

0

u�x; t� dx �4�

Les quantités utilisées dans ce système sont :

- u(x,t), correspondant à la fonction de distribution des âges selon un âge x et un temps t.
- d(P(t)), correspondant au taux de mortalité, avec P(t) correspondant à la population totale.
- g(t), correspondant au taux de naissance.

Afin d’approximer la solution de ce problème, on va donc utiliser une méthode de différences
finies le long des caractéristiques sur une grille uniforme âge-temps.
Cela va revenir à remplacer nos deux opérateurs différentiel @u

@t
et @u

@x
par le seul opérateur diffé-

rentiel @u
@t
� @u
@x

, et à intégrer le système le long de la direction de cet opérateur différentiel dans
le plan (x,t).

Ici introduisons alors de nouvelles variables :

- N0= t
�t

: Représente le nombre de pas de temps.
- tn � n��t : Représente le pas que l’on va utiliser.
- m : Représente un entier tel que (m-1)*�t < M & m*�t.
- w � w

n
i : Représente une approximation de u�xni ; tn� � u��i � n��t; n�t� pour 0 & n & N0 et

-n & i & m.

Appliquer la méthode des différences finies nous permet donc de déterminer l’algorithme à
utiliser pour approximer u(x,t), nous allons parallèlement afficher sa représentation schématique
à chaque étape. Le texte étudié suggère de procéder ainsi :

a Ici sur les droites t=0 et x=0 on utilise les conditions au bord pour initialiser l’algorithme :

24



~����������������������

for i= 0,1,...,m
do w

0
i �� u0�x0

i � end
for n � 1; 2; :::; N0

do w
n
�n �� g�tn� end

P
0 ��

m�1

=
i�0

�t

2
�w0

i � w
0
i�1�:

Ici, aux points u les points w0
i et wn�n sont initialisés.

a Puis on utilise les différences finies pour calculer les valeurs de w1
i qui serviront pour l’ini-

tialisation de la partie principale de l’algorithme :

~��������������

for i = 0,1,...,m
do w

1
i �� w

0
i ��t � d�P 0�w0

i � w
0
i end

P
1 ��

m�1

=
i��1

�t

2
�w1

i � w
1
i�1�:
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Ici, aux points � les points w1
i sont initialisés.

a Et enfin la partie principale de l’algorithme, où au temps t=tn on calcule les approximations
w
n
i , w

n
�n�1 et Pn :

~������������������������������

for n = 2,3,...,N0
do
for i = -n +2, -, -n+3,...,m

do w
n
i �� w

n�2
i � 2 ��t � d�P n�1� � w

n�1
i end

w
n
�n�1 �� w

n�1
�n�1 ��t � d�P n�1�wn�1

�n�1

P
n ��

m�1

=
i��n

�t

2
�wn

i � w
n
i�1�

end

Ici, aux points ‘ les points wni sont calculés et au seul point �, wn�n�1 est initialisé.
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4.2.2 Implémentation de l’algorithme

Sous scilab cet algorithme peut être programmé comme une fonction prenant le pas de temps
�t en entrée et retournant la valeur de la solution sous forme de matrice.
L’implémentation du texte est la suivante :

1 // Initialisation de l’algo avec conditions aux bords :
2
3 function [w,P,m,N0 ,maxi ]= algo(dt)
4 m=2/ dt
5 N0 =10/ dt
6 di=N0 +1;
7 dn =1;
8
9 for i=0:m,

10 w(di+i,dn +0)=1;
11 end
12
13 for n=1:N0 ,
14 tn=n*dt;
15 w(di -n,dn+n)= exp(-tn );
16 end
17
18 P(dn +0)=( sum(w(di +0: di+m-1,dn +0))+ sum(w(di +1: di+m,dn +0)))* dt /2
19
20 // Initialisation de la partie principale :
21
22 for i=0:m,
23 w(di+i,dn +1)=w(di+i,dn +0) - dt*P(dn +0)/10* w(di+i,dn +0);
24 end
25 P(dn +1)=( sum(w(di +0: di+m-1,dn +1))+ sum(w(di +1: di+m,dn +1)))* dt /2
26
27 // Partie principale de l’ algorithme
28 for n=2:N0 ,
29 for i=-n+2:m,
30 w(di+i,dn+n)=w(di+i,dn+n -2) -2* dt*P(dn+n -1)/10* w(di+i,dn+n -1);
31 end
32 w(di -n+1,dn+n)=w(di -n+1,dn+n -1) - dt*P(dn+n -1)/10* w(di -n+1,dn+n -1);
33 P(dn+n)=( sum(w(di -n:di+m-n-1,dn+n))+ sum(w(di -n+1: di+m-n,dn+n)))* dt /2
34 end
35 endfunction

4.2.3 Étude de la convergence numérique

La méthode des différences finies nous a donc permis de formuler une méthode numérique
pour approcher les solutions de notre modèle non linéaire de la dynamique des populations.
Pour analyser notre modèle, on se met sous la condition que �t soit suffisamment petit pour
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faire en sorte que toutes les approximations de win soient positives.

Pour comparer, la convergence obtenue dans le texte est :

Tandis qu’avec l’algorithme programmé nous obtenons les résultats de convergence suivants :

� t ||w(� t) - w(� t/2)||�
0.2 0.0016406
0.1 0.0004373
0.05 0.0001146
0.025 0.0000294

Les erreurs dans ce tableau ont été obtenues en faisant des tests via le code suivant :

1 exec("442. sci")
2
3 dn =1;
4 [w1 ,P1 ,m1 ,N01 ]= algo (0.2);
5 [w2 ,P2 ,m2 ,N02 ]= algo (0.1);
6 [w3 ,P3 ,m3 ,N03 ]= algo (0.05);
7 [w4 ,P4 ,m4 ,N04 ]= algo (0.025);
8 [w5 ,P5 ,m5 ,N05 ]= algo (0.0125);
9

10 // Calcul de l’ erreur du tableau entre dt =0.2 et dt =0.1
11
12 di1=N01 +1;
13 di2=N02 +1;
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14 erreur =0;
15 for i=-N01:m1 , for n=0: N01 ,
16 erreur =max(erreur ,abs(w1(di1+i,dn+n)-w2(di2 +2*i,dn +2*n)));
17 end , end;
18
19 erreur
20
21 di3=N03 +1;
22 erreur =0;
23 for i=-N02:m2 , for n=0: N02 ,
24 erreur =max(erreur ,abs(w2(di2+i,dn+n)-w3(di3 +2*i,dn +2*n)));
25 end , end;
26
27 erreur
28
29 di4=N04 +1;
30 erreur =0;
31 for i=-N03:m3 , for n=0: N03 ,
32 erreur =max(erreur ,abs(w3(di3+i,dn+n)-w4(di4 +2*i,dn +2*n)));
33 end , end;
34
35 erreur
36
37 di5=N05 +1;
38 erreur =0;
39 for i=-N04:m4 , for n=0: N04 ,
40 erreur =max(erreur ,abs(w4(di4+i,dn+n)-w5(di5 +2*i,dn +2*n)));
41 end , end;
42
43 erreur

4.2.4 Expérimentations de l’algorithme sous diverses situations

a Tout d’abord on peut visualiser le cas où g=exp(-tn) (on obtiendrait une simulation si-
milaire dans le cas où g=0), et où d est égal à une constante, par exemple d=1/10 (Ce sont
d’ailleurs les constantes prises dans le premier algorithme implémenté).
On pourra alors observer une décroissance de la population totale, cette décroissance augmentant
plus la valeur de d est grande, et ceci peut-importe l’âge x et le pas de temps dt choisi.

u(2,t) :
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P(t) :

Ici nous avons les solutions de u(2,t) et de P(t) pour un pas de temps égal à 0.0125 avec d=1/10.
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u(2,t) :

P(t) :

Et ici nous avons la solution de u(2,t) et de P(t) pour un pas de temps égal à 0.0125 avec d=1/5.

a Afin de vérifier que la population totale est conservée lorsque l’on prend d=0 et g=0, on
peut observer que l’on obtient bien une courbe de la population totale constante :

P(t) :
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a Une autre situation intéressante à étudier est celle où l’on prend un g suffisamment grand
pouvant compenser la mortalité.
Car si le g augmente et si la mortalité augmente, le g que l’on aura choisi finira par ne plus
compenser la mortalité, ce qui mènera à l’extinction de la population.
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P(t) :

Ici nous avons la solution de P(t) pour g=exp(tn).

En faisant fonctionner le programme sous des conditions différentes, on retrouve bien les
phénomènes attendus, ce qui nous amène à conclure qu’en utilisant la méthode des différences
finies le long des caractéristiques on retrouve bien ce que l’on peut présager lorsque l’on fait
l’étude d’une population.
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5 Annexe
Voici le texte "Méthodes de différences finies du second ordre pour un problème de dynamique

des populations unisexuées" sur lequel on s’est appuyés pour notre étude :
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